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  ABSTRACT  

The Economic Load Dispatch (ELD) is one of the most important tasks of optimization and 

operational decision for the in power systems. Traditional materials and methods have been 

developed to solve the economic dispatch. They allow you to determine the ideal combination of the 

output power of each generating unit, in order to meet the desired demand, without violating the 

restrictions. Traditional methodologies underutilize the capacity of the power plant by leaving all 

generators connected, in cases where demand is less than the total generation capacity of the plant, 

increasing total fuel costs. The objective of this work is to perform a comparison of several 

mathematical optimization methods (Lambda Iteration, Newton's Method and Quadratic 

Programming) in solving the ELD problem, considering the traditional methodology and the 

proposed methodology that includes turning off the less efficient generators. 

Keywords: Mathematical Methods, Economic Load Dispatch, Thermoelectric Plants, Generator Shutdown. 

Nova solução para resolução do Despacho Econômico de Carga por diferentes 

métodos matemáticos de otimização, desligando os geradores menos eficientes 

RESUMO 

O Despacho Econômico de Carga (ELD) é uma das tarefas mais importantes de otimização e 

decisão operacional para os sistemas de geração de energia. Os materiais e os métodos tradicionais 

têm sido desenvolvidos para dar solução ao despacho econômico. Eles permitem determinar a 

combinação ideal de potência de saída de cada unidade geradora, de modo a atender a demanda 

desejada, sem violação das restrições. Metodologias tradicionais subutilizam a capacidade da planta 

geradora de energia ao deixarem ligados todos os geradores, em casos que, a demanda é menor que 

a capacidade total de geração da usina, aumentando os custos totais de combustíveis. O objetivo 

deste trabalho é realizar um comparativo de diversos métodos matemáticos de otimização (Iteração 

Lambda, Método de Newton e Programação Quadrática) na resolução do problema do ELD, 

considerando a metodologia tradicional e a metodologia proposta que contempla o desligamento dos 

geradores menos eficientes. 

Palavras-chave: Métodos Matemáticos, Despacho Econômico de Carga, Usinas termelétricas, 

Desligamento dos Geradores. 

I. INTRODUÇÃO 

O problema do despacho econômico é minimizar 

simultaneamente o custo total e ao mesmo tempo satisfazer a 

demanda da planta produtora de eletricidade. O problema clássico 

do despacho econômico é fornecer a quantidade requerida de 

potência ao menor custo possível [1], desde que satisfaçam as 

restrições de carga e operacional. Este problema é muito 

complexo para resolver devido à sua dimensão colossal, uma 

função objetivo não linear, e um grande número de restrições. 

Diversas técnicas como a programação inteira [2][3], a 

programação dinâmica [4][5], e as funções de Lagrange [6] tem 
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sido usadas para resolver o problema de despacho econômico. 

Outros métodos de otimização, tais como Recozido Simulado [7], 

Redes Neurais [8, 9], Algoritmos Genéticos [10], Otimização com 

Enxame de Partículas [11] e Algoritmo de Busca Tabu [12] 

também são praticados para resolver o problema de despacho 

econômico. Métodos com base nas aproximações matemáticas 

tem sido desenvolvidos para oferecer uma solução mais 

rapidamente [13][14]. Os algoritmos evolucionários multiobjetivo 

[15] [16] foram aplicadas ao problema em questão. Trabalhos de 

pesquisa [17, 18] incluindo restrições de emissão ao despacho 

econômico e seleção de máquinas tem sido feito, mas apenas com 

foco de minimização de custos. Recentemente, a fim de tornar os 

métodos numéricos mais convenientes para resolver os problemas 

de ELD, modernas técnicas de otimização [19-22] têm sido 

empregadas com sucesso para resolver o ELD como um problema 

de otimização não-suave. 

Para [23], apresentam uma otimização por enxame de 

partículas (PSO) com um líder envelhecido e adversários (ALC-

PSO) para a solução do problema de otimização do despacho de 

potência reativa.     

Segundo [24], a não convexidade do problema do despacho 

ótimo de carga torna difícil garantir o ótimo global. De acordo 

com [25] apresentam um algoritmo evolutivo nomeado como 

algoritmo “Cuckoo Search” aplicado a problemas de despacho 

econômico de carga não convexos. Rajan et all [26], apresentam 

um novo algoritmo híbrido que combina o Firefly Algorithm (FA) 

e Nelder Mead (NM) método simplex para a resolução de 

problemas de Despacho de Potência Reativa Ótima (ORPD). O 

programa é desenvolvido em Matlab e o algoritmo híbrido 

proposto é examinado em dois sistemas de teste padrão IEEE para 

resolver os problemas ORPD. Para [27]  apresentam uma 

metodologia para resolver o problema do ED (despacho 

econômico), considerando a incerteza de confiabilidade de 

geração dos geradores de energia eólica é apresentado. A 

correspondente função de distribuição de probabilidade (PDF) de 

geração de energia eólica disponível é discretizado e introduzida 

no problema de otimização, a fim de descrever 

probabilisticamente a geração de energia de cada unidade térmica, 

as limitações da energia eólica, ENS (energia não fornecida), o 

excesso de geração de potência, e o custo total de geração. O 

método proposto é comparado ao Monte Carlo Simulation (MCS) 

abordagem, sendo capaz de reproduzir o PDF de uma forma 

razoável, especialmente quando a confiabilidade do sistema não é 

levada em conta. 

De acordo com [28],  afirmam que em particular, a 

programação linear é a estratégia que apresenta o menor aumento 

em custos de envio, mas a estratégia baseada em algoritmos 

genéticos é a que melhor se minimiza os custos de operação diária 

e da demanda total de energia, do sistema. 

Para [29], apresentam uma nova variante do algoritmo de 

otimização chamado “teaching–learning-based optimization 

(TLBO)”, os autores chamam a este novo algoritmo “Gaussian 

bare-bones TLBO (GBTLBO)” e além disso eles fazem uma 

versão modificada do mesmo (MGBTLBO)  para o despacho 

ótimo de potência reativa (ORPD) com variáveis discretas e 

contínuas.  

        Para [30], afirma que o despacho económico dinâmico 

(DED) é um dos problemas não-lineares mais complicados 

mostrando a característica não-convexa em sistemas de energia. 

Isto é devido ao efeito de “valve point” em funções de custo para 

as unidades geradoras, dos limites de gradiente de velocidade e as 

perdas de transmissão. Assim, a proposta de um método de 

solução eficaz para este problema de otimização é de grande 

interesse [31] afirmam que a solução dos problemas do Despacho 

Econômico (ED) depende, principalmente, da modelagem dos 

geradores térmicos. As variações físicas, tais como o 

envelhecimento e temperatura ambiente afetam os parâmetros de 

modelagem e são inevitáveis. Como esses parâmetros são a 

espinha dorsal da solução do ED, a estimativa periódica desses 

coeficientes característicos é necessária para o um despacho de 

carga preciso. 

O objetivo deste trabalho é realizar um comparativo de 

diversos métodos matemáticos de otimização (Iteração Lambda, 

Método de Newton e Programação Quadrática) na resolução do 

problema do ELD, considerando a metodologia tradicional e a 

metodologia proposta que contempla o desligamento dos 

geradores menos eficientes. 

 

II. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

II.1 DESPACHO ECONÔMICO DE CARGA (ELD) 

 

O ELD é uma das tarefas mais importantes no processo de 

otimização e decisão operacional, visto que o problema do 

despacho econômico consiste em minimizar simultaneamente o 

custo total, satisfazendo a demanda de potência ativa da planta 

produtora. O problema clássico do ELD visa assim fornecer a 

quantidade requerida de potência ao menor custo possível [1], 

desde que satisfaçam as restrições operacionais e de carga. Este é 

um problema muito complexo de ser resolvido devido a sua 

grande dimensão, por ter uma função objetivo não-linear e um 

grande número de restrições [25]. 

O custo do combustível e a eficiência do sistema de energia 

determinam os custos operacionais de produção da energia 

elétrica. Assim, o problema do ELD tornou-se uma tarefa muito 

importante na operação e planejamento de sistemas de energia. 

Seu principal objetivo é otimizar a geração de potência ativa a 

partir das unidades disponíveis, de modo que o custo total de 

geração é minimizado enquanto as restrições consideradas pelo 

sistema são satisfeitas [32]. 

O principal objetivo no problema do ELD é determinar o 

valor mais econômico para o despacho de carga no sentido de 

minimizar o custo de geração, de tal forma que no horizonte da 

programação as demandas das cargas 𝑃𝐷 possam ser atendidas 

satisfazendo simultaneamente, as restrições de equilíbrio de 

potência e os limites de geração [33].  

 

II.2 MÉTODO DE ITERAÇÃO LAMBDA 

 

Uma das técnicas tradicionais mais populares para resolver o 

problema do despacho econômico de carga (ELD) para minimizar 

o custo da unidade geradora é o método de iteração lambda. 

Embora o procedimento computacional da técnica de iteração 

lambda seja complexa, mas converge muito rápido em uma 

solução para este tipo de problema de optimização [34][35]. O 

Método iteração Lambda é mais convencional para lidar com a 

minimização do custo de geração de energia a qualquer demanda. 

Para um número grade de unidades, o método de iteração Lambda 

é mais preciso e curvas incrementais de custo mais precisas de 

toda as unidades são armazenados na memória. 

 
 

II.3 PROGRAMAÇÃO QUADRÁTICA SEQUENCIAL 

 

Uma eficiente e precisa solução para o problema de 

despacho econômico não depende apenas do tamanho do 

problema, em termos do número de restrições e das variáveis de 

projeto, mas também depende das características da função 

objetivo e das restrições. Quando ambas as funções objetivo e 

restrições são funções lineares das variáveis de projeto, o 
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problema de despacho econômico é conhecido como um 

problema de programação linear. O problema de programação 

quadrática (QP) refere-se a minimização ou maximização de uma 

função objetivo quadrática que é linearmente restrita. O problema 

mais difícil de resolver é o problema de programação não-linear 

em que a função objetivo e as restrições podem ser funções não-

lineares das variáveis de projeto. [36][37][38].     

A QP é um método de otimização eficaz para encontrar a 

solução global, se a função objetivo é quadrática e as restrições 

são lineares. Pode ser aplicado à otimização de problemas com 

funções objetivo quadráticas e restrições não lineares através da 

aproximação das funções objetivo a função quadrática e as 

restrições a uma função linear. Para alguns problemas o objetivo e 

as restrições são quadráticos, assim as restrições devem ser 

linearizadas [39].  

 

II.4 MÉTODO DE NEWTON 

 

O despacho econômico também pode ser resolvido por meio 

da observação de que o objetivo é sempre conseguir que ∇𝐿𝑥 = 0. 

Uma vez que esta é uma função vectorial, o problema pode ser 

formulado como aquele de procurar uma correção que exatamente 

leve o gradiente a zero (isto é, a um vector, cujos elementos são 

iguais a zero). O método de Newton (MN) pode ser utilizado para 

encontrar isto [40] [41] [42].  

Embora apenas localmente aplicáveis, o método de Newton 

fornece um padrão convencional que pode ser usado para medir 

as propriedades de convergência assintótica de qualquer método 

em particular da QP [37]. 

 

III.MATERIAIS E MÉTODOS 

III.1 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DO ELD 

O problema do ELD pode ser formulado matematicamente 

como se segue, [25][43-47]:  

 

Minimizar 𝐹 = ∑ 𝑓𝑖(𝑃𝑖)
n
i=1   (1) 

 
𝑓𝑖(𝑃𝑖) = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑃𝑖 + 𝑐𝑖𝑃𝑖

2 ($/ℎ)                (2) 

 

onde 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 and 𝑐𝑖 são os coefientes de custos de cada unidade 

geradora, 𝑃𝑖  é a potência de saída de cada gerador e n é o número 

de geradores.  

 

A expressão acima depende do balanço das restrições de 

igualdades e desigualdades da potência de saída. 

 

III.2 RESTRIÇÕES DO ELD 

Neste trabalho são consideradas as seguintes restrições: 

•   Restrição de igualdade em termos de balanço de potência. 

Para um funcionamento estável, a potência real de cada 

gerador é limitada pelos limites inferior e superior. A seguinte 

equação é a restrição de igualdade [46], [48], [44]: 

∑ 𝑃𝑖 − 𝑃𝐷 − 𝑃𝐿 = 0𝑛
𝑖=1                             (3) 

onde 𝑃𝑖  é a potência de saída de cada gerador 𝑖, 𝑃𝐷 é a demanda 

de carga e PL são as perdas da transmissão. 

Em outras palavras a geração total de potência deve cobrir a 

demanda total 𝑃𝐷 e as perdas de potência reais das linhas de 

transmissão 𝑃𝐿 . Assim: 

∑ 𝑃𝑖 = 𝑃𝐷 + 𝑃𝐿𝑛
𝑖=1                               (4) 

        O cálculo das perdas de Potência 𝑃𝐿  implica a resolução do 

problema de fluxo de carga, que tem restrições de igualdade na 

potência ativa e reativa em cada barra da seguinte forma [48] 

[49]: 

𝑃𝐿 = ∑ 𝐵𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑃𝑖

2                               (5) 

Aqui é aplicada uma redução para modelar as perdas de 

transmissão como uma função da saída dos geradores através dos 

coeficientes de perda de Kron´s derivada da fórmula de perdas de 

Kron´s. 

𝑃𝐿 = ∑ ∑ 𝑃𝐺𝑖𝐵𝑖𝑗𝑃𝐺𝑗 + ∑ 𝐵0𝑖𝑃𝐺𝑖
𝑀
𝑖=1 + 𝐵00

𝑁
𝑗=1

𝑁
𝑖=1            (6) 

onde 𝐵𝑖𝑗 , 𝐵0𝑖  e 𝐵00 são os coeficientes de perda de energia da 

rede de transmissão. Uma razoável precisão pode ser obtida 

quando as condições operacionais reais estão perto do caso base, 

de onde os coeficientes - B foram derivados [48][49]. 

• Uma restrição de desigualdade em termos de capacidade 

de geração.  

Para um funcionamento estável, a potência real de cada 

gerador é determinada por limites inferior e superior. A restrição 

de desigualdade dos limites de saída do gerador é expressa a 

seguir: 

𝑃𝑚𝑖𝑛.𝑖 ≤  𝑃𝑖 ≤ 𝑃𝑚𝑎𝑥.𝑖                                (7) 

onde: 

𝑃𝑖    - Potencia de saída do gerador 𝑖 
𝑃𝑚𝑖𝑛.𝑖 – Potencia mínima do gerador 𝑖 
𝑃𝑚𝑎𝑥.𝑖 – Potencia máxima do gerador 𝑖 

• Uma restrição de desigualdade em termos de entrega de 

combustível. 

A cada intervalo, a soma de combustível fornecido a todas 

as unidades deve ser menor ou igual ao combustível fornecido 

pelo fornecedor [50]. 

∑ 𝐹𝑖𝑚 − 𝐹𝐷𝑚 = 0 , 𝑚 ∈ 𝑀𝑛
𝑖=1                        (8) 

O combustível entregue a cada unidade em cada intervalo 

deve estar dentro de seu limite inferior 𝐹𝑖𝑚   e o seu limite superior 

Fmax.  De modo que [50]. 

𝐹𝑖𝑚 ≤ 𝐹𝑖𝑚 ≤ 𝐹𝑖
𝑚𝑎𝑥 , 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑚 ∈ 𝑀                     (9) 

onde: 

𝐹𝑖𝑚 – Combustível fornecido á máquina 𝑖 no intervalo m 

𝐹𝑖
𝑚𝑖𝑛 – Limite mínimo de entrega de combustível na máquina 

𝑖 
𝐹𝑖

𝑚𝑎𝑥  – Limite máximo de entrega de combustível na máquina 

𝑖 
𝐹𝐷𝑚  – Combustível fornecido no intervalo 𝑚 

• Uma restrição de desigualdade em termos de limites de 

armazenagem de combustível. 

O limite de armazenamento de combustível de cada unidade 

em cada intervalo deve estar dentro do seu limite inferior 𝑉𝑚𝑖𝑚 e 

o seu limite superior 𝑉𝑚𝑎𝑥 , de modo que: 

𝑉𝑚𝑖𝑚 ≤ 𝑉𝑖𝑚 ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥         (10) 

𝑉𝑖𝑚 = 𝑉(𝑚−1) + 𝐹𝑖𝑚 − 𝑡𝑚[𝜂𝑖 + 𝛿𝑖𝑃𝑖 + 𝜇𝑖𝑃𝑖
2] 

𝑖 ∈  𝑁,   𝑚 ∈ 𝑀,                                 (11) 

onde:  

𝜂𝑖 , 𝛿𝑖 e 𝜇𝑖 são os coeficientes de consumo de combustível de cada 

unidade geradora. 
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III.3 MÉTODO DO CUSTO INCREMENTAL DE 

COMBUSTÍVEL 

Para o despacho ótimo, vamos aceitar que o custo incremental 

de cada unidade geradora seja igual ou seja: 

𝜕𝐹1

𝜕𝑃1
= 

𝜕𝐹2

𝜕𝑃2
= ⋯ =

𝜕𝐹𝑚

𝜕𝑃𝑚
                                 (12) 

𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑃𝑖
=  𝜆                                            (13) 

onde 𝜆 é o custo incremental de combustível. 

A condição de otimização da eq. (13) se reduz a: 

𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑃𝑖
= 𝑏𝑖 + 2𝑐𝑖𝑃𝑖                                     (14) 

          𝜆 = 𝑏𝑖 + 2𝑐𝑖𝑃𝑖                        (15) 

A curva do custo incremental de combustível é visualizada 

na figura 1. 

 
Figura 1:  Curva do Custo Incremental do Gerador de i. 

Fonte: [47]. 
 

onde a são os valores de diferentes pontos da curva atual de custo 

incremental, b são os valores dos pontos de aproximação (linear) 

da curva de custo incremental. 𝑃𝑖(𝑀𝑤) é o total de geração [51]. 

Para fins de despacho de carga, o custo geralmente é 

aproximado por um ou mais segmentos quadráticos, então a curva 

de custo de combustível na geração de potência ativa, toma uma 

forma quadrática. 

Da Eq. (15), a potência gerada de cada unidade pode ser 

formulada como [52]: 

𝑃𝑖 =
𝜆−𝑏𝑖

2𝑐𝑖
                                          (16) 

Considerando as perdas de transmissão Eq. (6) da fórmula 

de Kron´s, a condição de otimização (13), torna-se:  

𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑃𝑖
+ 𝜆

𝜕𝑃𝐿

𝜕𝑃𝑖
= 𝜆                  (17) 

 
𝜕𝑃𝐿

𝜕𝑃𝑖
= 2 ∑ 𝐵𝑖𝑗𝑃𝑗 + 𝐵0𝑖

𝑛
𝑗=1            (18) 

onde 
𝜕𝑃𝐿

𝜕𝑃𝑖
 é o custo incremental contemplando as perdas de 

transmissão para cada unidade geradora. 

Colocando (14) e (18) em (17), é obtido [52]: 

𝑏𝑖 + 2𝑐𝑖𝑃𝑖 + 2𝜆 ∑ 𝐵𝑖𝑗𝑃𝑗 + 𝐵0𝑖
𝑛
𝑗=1 𝜆 = 𝜆      (19) 

Da Eq. (19), a potência gerada de cada unidade pode ser 

formulada como: 

𝑃𝑖 =
𝜆(1−𝐵0𝑖)−𝑏𝑖−2𝜆 ∑ 𝐵𝑖𝑗𝑃𝑗

𝑛
𝑗=1

2(𝑐𝑖+𝜆𝐵𝑖𝑖)
      (20) 

Podendo ser simplificado como: 

𝑃𝑖 = 
𝜆−𝑏𝑖

2(𝑐𝑖+𝐵𝑖𝑖)
           (21) 

 

III.4 APLICAÇÃO DO MÉTODO DE ITERAÇÃO LAMBDA 

O algoritmo detalhado do método de iteração lambda para 

resolução do problema do ELD é visualizado no fluxograma da 

figura 2: 

 
Figura 2:  Método de Iteração lambda. 

Fonte: adaptado de [53]. 

 

Os passos do algoritmo do método de iteração Lambda (λ) 

para resolver o problema de ELD é dado como se segue [54]: 

1. Ler os dados do problema:  

 O número de geradores (n) 

 Os coeficientes de custo (𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖) 

 Os coeficientes de perdas (𝐵𝑖) 

 Os limites de Potência (𝑃𝑔𝑖
𝑚𝑖𝑛 𝑒 𝑃𝑔𝑖

𝑚𝑎𝑥) 

 A demanda de Potência (𝑃𝑑) 

2. Supor um valor inicial de λ e   com a utilização das 

equações das curvas de custo. 

3. Calcular a Potência gerada por cada unidade  Pgi 

4. Checar os limites de geração de cada 𝑃𝑔𝑖  unidade: 

𝑖𝑓 𝑃𝑔𝑖 > 𝑃𝑔𝑖
𝑚𝑎𝑥   ,     set  𝑃𝑔𝑖 = 𝑃𝑔𝑖

𝑚𝑎𝑥  

𝑖𝑓 𝑃𝑔𝑖 < 𝑃𝑔𝑖
𝑚𝑖𝑛  ,     set  𝑃𝑔𝑖 = 𝑃𝑔𝑖

𝑚𝑖𝑛 

5. Calcular a potência gerada. 

6. Calcular a diferencia na potência, que é dada pela 

seguinte equação:  

∆𝑃 = ∑ 𝑃𝑔𝑖 − 𝑃𝑑
𝑁𝑔

𝑖=0
                       (22) 

 

7. 𝑖𝑓 ∆𝑃 <  𝜀  (valor de tolerância), então parar os cálculos 

e calcular o custo de geração. Caso contrário, ir à 

próxima etapa. 

8. 𝑖𝑓 ∆𝑃 >  0   , então    𝜆 =  𝜆 − Δ𝜆 

Ler n, ai, bi, ci, Pd, Bi Pgi
min,Pgi

max

Escolher um valor apropriado de λ e Δλ 

Fazer i = 1

Calcular Pgi

Se Pgi > Pgi
max

Fazer Pgi = Pgi
max

Sim

Se Pgi < Pgi
min

Não

Fazer Pgi = Pgi
min

Sim

Fazer i = i + 1

Não

Se i = n
Não

Calcular ΔP = 

Sim

Se ΔP < Є  Sim

Se ΔP > 0 

Não

λ = λ + Δλ

λ = λ - Δλ
Sim

Não

Início

Imprimir Geração 
e Custo

Fim





n

i

dgi PP
0
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9. 𝑖𝑓 ∆𝑃 <  0   , então    𝜆 =  𝜆 + Δ𝜆  

10. Repetir o procedimento a partir do passo 3 

 

III.5 APLICAÇÃO DA PROGRAMAÇÃO QUADRÁTICA 

SEQUENCIAL 

 

As equações e inequações não lineares são resolvidas através 

dos seguintes passos [55]: 

Etapa 1: Para inicializar o procedimento e necessário alocar o 

limite inferior de potência de cada planta geradora, avaliar as 

perdas na transmissão e os coeficientes incrementais de perda e 

atualizar a demanda. 

𝑃𝑖 = 𝑃𝑖
𝑚𝑖𝑛 , 𝑥𝑖 = 1 − ∑ 𝐵𝑖𝑗𝑃𝑖

𝑛
𝑗=1                 (23) 

e, 

𝑃𝐷𝑛𝑒𝑤 = 𝑃𝐷 + 𝑃𝐿
𝑜𝑙𝑑                             (24)   

Etapa 2: Substituir os coeficientes de custos incrementais e 

resolver o conjunto de equações lineares para determinar o custo 

de combustível incremental λ como: 

𝜆 =
∑ 0,5×

𝑏𝑖
𝑎𝑖

𝑛
𝑖

𝑃𝐷
𝑛𝑒𝑤+ ∑ 0,5×

𝑏𝑖
𝑎𝑖

𝑛
𝑖

                                (25) 

Etapa 3: Determinar a alocação de potência de cada planta 

𝑃1
𝑛𝑒𝑤 =

𝜆−
𝑏𝑖
𝑎𝑖

2×(
𝑎𝑖
𝑥𝑖

)
                                   (26) 

Se a planta viola seus limites deve ser fixado esse limite e 

apenas as plantas restantes só devem ser consideradas para a 

próxima iteração. 

Etapa 4: Checar a convergência 

|∑ 𝑃𝑖 − 𝑃𝐷𝑛𝑒𝑤 − 𝑃𝐿
𝑛
𝑖 | ≤  𝜖                  (27) 

onde 𝜖 é o valor de tolerância, para a violação de balance de 

potência. 

Etapa 5: Executar as etapas 2-4 até que a convergência seja 

alcançada. Para todos os quatro passos acima o objetivo é 

quadrático, mas também as restrições são quadráticas, assim as 

restrições devem ser feitas lineares: 

Minimizar:  𝑋𝐻 𝑋𝑇 + 𝑓𝑇 𝑋                (28) 

Sujeita a:  𝐾𝑋 ≤ 𝑅      ,    𝑋𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑋 ≤  𝑋𝑚𝑎𝑥 

𝑋 =  [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … …… … . . 𝑥𝑛]𝑛 

𝑓 =  [𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, … …… … . . 𝑓𝑛]𝑛 

𝑅 =  [𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, …… … … . . 𝑅𝑛]𝑇 

H é a matriz Hessiana de tamanho, 𝑛 × 𝑛  e A é a matriz 

𝑚 × 𝑛  que representa as desigualdades. Para o despacho 

econômico com perdas o algoritmo de programação quadrática 

pode ser efetivamente implementado, definindo as matrizes H, f, 

K e R. 

𝐻 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 ([
𝑎1

𝑥1
,
𝑎2

𝑥2
, … ……

𝑎𝑛

𝑥𝑛
 ])                           (29) 

𝑓 = |
𝑏1

𝑥1

,
𝑏2

𝑥2

, …… …
𝑏𝑛

𝑥𝑛

| 

onde K é uma matriz:  1 × 𝑛     𝐾 =  [1, 1, …… …… . .1] ,   e   𝑅 =
𝑃𝐷 + 𝑃𝐿

𝑜𝑙𝑑 
O algoritmo detalhado da QP para resolução do problema do 

ELD é visualizado no fluxograma da figura 3. 

 
Figura 3: Fluxograma da QP. 

Fonte: Autores, (2017). 

III.6 APLICAÇÃO DO MÉTODO DE NEWTON 

O MN para uma função de mais de uma variável é 

desenvolvido como se segue [40-42]: 

Supor que a função g(x) vai ser conduzida a zero. A função 

g é um vector e as incógnitas, x, são também vectores. Então para 

usar o método de Newton, é necessário fazer o seguinte: 

𝑔(𝑥 + ∆𝑥) = 𝑔(𝑥) + [𝑔′ (𝑥)]∆𝑥 = 0           (30) 

 

Se a função é definida como: 

 

𝑔(𝑥) = [

𝑔1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

𝑔2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

𝑔3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 
]                      (31) 

 

Então: 

𝑔′(𝑥) =

[
 
 
 
 
𝜕𝑔1

𝜕𝑥1
   

𝜕𝑔1

𝜕𝑥2
   

𝜕𝑔1

𝜕𝑥3

𝜕𝑔2

𝜕𝑥1
   

𝜕𝑔2

𝜕𝑥2
   

𝜕𝑔2

𝜕𝑥3

𝜕𝑔3

𝜕𝑥1
   

𝜕𝑔3

𝜕𝑥2
   

𝜕𝑔3

𝜕𝑥3]
 
 
 
 

                     (32) 

 

Que é a conhecida matriz Jacobiana. O ajuste a cada passo é 

então: 

∆𝑥 = −[𝑔′(𝑥)]
−1

𝑔(𝑥)                        (33) 

 

Calcular o Custo Incremental λ

Determinar a potência

Se Pi
new

 >  Pi
max

Fazer Pi
new

 =  Pi
max

Sim

Se Pi
new

 <  Pi
min

Não

Fazer Pi
new

 =  Pi
min

Sim

Fazer i = i + 1

Não

Se i = n
Não

Sim

Checar 
Convergência

Não

Início

Imprimir Geração 
e Custo

Fim

𝜆 =
∑ 0,5 ×

𝑏𝑖
𝑎𝑖

𝑛
𝑖

𝑃𝐷
𝑛𝑒𝑤 + ∑ 0,5 ×

𝑏𝑖
𝑎𝑖

𝑛
𝑖

 

𝑃𝑖
𝑛𝑒𝑤 =

𝜆 −
𝑏𝑖
𝑎𝑖

2 × (
𝑎𝑖
𝑥𝑖

)
 

 

  𝑃𝑖 − 𝑃𝐷𝑛𝑒𝑤 − 𝑃𝐿

𝑛

𝑖

 ≤  𝜖 

 

Sim

𝑃𝑖 = 𝑃𝑖
𝑚𝑖𝑛  , 𝑥𝑖 = 1 −  𝐵𝑖𝑗 𝑃𝑖

𝑛

𝑗 =1

 

 

Ler n, ɛ , ai, bi, ci, Pd,PL, Bi Pgi
min,Pgi

max

𝑃𝐷𝑛𝑒𝑤 = 𝑃𝐷 + 𝑃𝐿
𝑜𝑙𝑑  
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Agora, se a função g e o vetor gradiente:  ∇𝐿𝑥 então: 

∆𝑥 =  −𝑖𝑛𝑣 [
𝜕

𝜕𝑥
∇𝐿𝑥] . ∇𝐿                (34) 

 

Para o problema do despacho econômico, a expressão a 

usar é: 

 𝐿 = ∑ 𝐹𝑖(𝑃𝑖) + 𝜆(𝑃𝑙𝑜𝑎𝑑 − ∑ 𝑃𝑖
𝑁
𝑖=1 )𝑁

𝑖=1          (35) 

 

e ∇𝐿 é tal como foi definido antes. A matriz Jacobiana agora se 

torna um composto de segundas derivadas e é chamada a matriz 

Hessiana: 

[
𝜕

𝜕𝑥
∇𝐿𝑥] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑2𝐿

𝑑𝑥1
2 
            

𝑑2𝐿

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 
⋯

 
𝑑2𝐿

𝑑𝑥2𝑑𝑥1 
             ⋯     

                       
⋮                         ⋮ 
𝑑2𝐿

𝑑𝜆𝑑𝑥1 
                     
         
      ]

 
 
 
 
 
 
 
 

                     (36) 

 

 

Geralmente, o MN vai resolver uma correção que é muito 

mais próxima do custo mínimo de geração em um passo do que 

seria o método do gradiente [42]. 

O algoritmo detalhado do Método de Newton para resolução 

do problema do ELD é visualizado no fluxograma da figura 4. 

 
Figura 4: Fluxograma do Método de Newton. 

Fonte: Autores, (2017). 

III.7 CARACTERÍSTICAS DA PLANTA GERADORA 

Para validar a robustez da solução com a utilização das 

técnicas propostas neste trabalho, foi realizado um comparativo 

com um Sistema de Teste contendo 15 unidades geradoras 

termais, denominadas (G1 à G15), com capacidade máxima de 

geração de 3542 Mw, as características das unidades geradoras 

são apresentadas na Tabela 1. 

 

Tabela 1 - Dados das Unidades Geradoras. 

 𝒄𝒊 ($/M

W2) 

𝒃𝒊 ($/M

W) 

𝒂𝒊 ($/M

W) 

𝑷𝒎𝒊𝒏(M

W) 

𝑷𝒎𝒂𝒙(M

W) 

G1 0.000299 10.1 671 150 455 

G2 0.000183 10.2 574 150 455 

G3 0.001126 8.8 374 20 130 

G4 0.001126 8.8 374 20 130 

G5 0.000205 10.4 461 150 470 

G6 0.000301 10.1 630 135 460 

G7 0.000364 9.8 548 135 465 

G8 0.000338 11.2 227 60 300 

G9 0.000807 11.2 173 25 162 

G10 0.001203 10.7 175 25 160 

G11 0.003586 10.2 186 20 80 

G12 0.005513 9.9 230 20 80 

G13 0.000371 13.1 225 25 85 

G14 0.001929 12.1 309 15 55 

G15 0.004447 12.4 323 15 55 

Fonte: Adaptado de [56]. 
 

Os coeficientes de perdas 𝐵𝑚, são definidos por uma matriz 

quadrada de tamanho 𝑛 𝑥 𝑛, onde 𝑛 é o número de geradores [56]. 

IV RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Os resultados representam os valores de potência de saída 

ótima de cada unidade geradora, para uma demanda fixa de 2630 

Mwh. As simulações foram realizadas em um processador Core i7 

utilizando o Matlab r2014b. 

Para as tabelas 2 e 3 tem-se a seguinte convenção de siglas: 

M.T. – Metodologia tradicional, utilizando todos os 

geradores da Planta. 

N.S. – Nova solução, desligando os geradores menos 

eficientes. 

Na tabela 2, um comparativo de potência de saída para cada 

unidade geradora. 

 

Tabela 2 – Comparativo de potência em Mw. 

  Newton PQ Lambda 

 

M. T. N. S M. T. N. S M. T. N. S 

G1 455,00 455,00 455,00 455,00 238,46 399,60 

G2 455,00 455,00 455,00 455,00 278,76 455,00 

G3 130,00 130,00 130,00 130,00 130,00 130,00 

G4 130,00 130,00 130,00 130,00 130,00 130,00 

G5 232,82 470,00 287,14 470,00 347,08 470,00 

G6 460,00 460,00 460,00 460,00 253,98 425,61 

G7 465,00 465,00 465,00 465,00 291,98 465,00 

G8 60,00 0,00 60,00 0,00 300,00 0,00 

G9 25,00 0,00 25,00 0,00 162,00 0,00 

G10 25,00 65,69 25,00 65,44 160,00 160,00 

G11 74,85 0,00 44,30 0,00 80,00 0,00 

G12 80,00 0,00 56,02 0,00 80,00 0,00 

G13 25,00 0,00 25,00 0,00 85,00 0,00 

G14 15,00 0,00 15,00 0,00 55,00 0,00 

G15 15,00 0,00 15,00 0,00 55,00 0,00 

Σ 2647,67 2630,69 2647,47 2630,44 2647,26 2635,21 

    Fonte: Autores, (2017). 

Ler n, ai, bi, ci, Pd, Bi Pgi
min,Pgi

max

Calcular o Custo Incremental λ

Determinar a potência

Se Pi
new

 >  Pi
max

Fazer Pi
new

 =  Pi
max

Sim

Se Pi
new

 <  Pi
min

Não

Fazer Pi
new

 =  Pi
min

Sim

Fazer i = i + 1

Não

Se i = n
Não

Sim

Checar 

Não

Início

Imprimir Geração 
e Custo

Fim

𝜆 =
∑ 0,5 ×

𝑏𝑖
𝑎𝑖

𝑛
𝑖

𝑃𝐷
𝑛𝑒𝑤 + ∑ 0,5 ×

𝑏𝑖
𝑎𝑖

𝑛
𝑖

 

𝑃𝑖
𝑛𝑒𝑤 =

𝜆 −
𝑏𝑖
𝑎𝑖

2 × (
𝑎𝑖
𝑥𝑖

)
 

 

Sim

g(x) e g (x)

∆𝑥 = −[𝑔′(𝑥)]
−1

𝑔(𝑥) 

𝑔(𝑥 + ∆𝑥) = 𝑔(𝑥) + [𝑔′  (𝑥)]∆𝑥 = 0 

Ajustar
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Para todos os métodos, a utilização da solução clássica que 

utiliza toda a capacidade da planta geradora tem-se um aumento 

da geração total de potência em relação a nova solução proposta 

que desliga os geradores menos eficientes atendendo a restrição 

de balanço de potência. Em média uma redução de 0,58% da 

potência total gerada. O método de iteração lambda foi o que 

apresentou a menor redução, 0,46% da potência total gerada. O 

método da programação quadrática apresentou a maior redução, 

0,643% da potência total gerada. 

  Na figura 5, é visualizado o gráfico comparativo de 

potência total da planta. 

 

 
Figura 5: Potência total da planta. 

Fonte: Autores, (2017). 

 

O gráfico da figura 5, confirma que o desligamento dos 

geradores menos eficientes em todos os métodos testados trouxe 

uma redução da potência total gerada. 

Na tabela 3, um comparativo de custo de combustível para 

cada unidade geradora. 

 

Tabela 3 – Comparativo de custo de combustível. 

 
Newton PQ Lambda 

 
M.T. N.S. M.T. N.S. M.T. N.S. 

G1 5328,40 5328,40 5328,40 5328,40 3096,43 4754,70 

G2 5252,89 5252,89 5252,89 5252,89 3431,53 5252,89 

G3 1537,03 1537,03 1537,03 1537,03 1537,03 1537,03 

G4 1537,03 1537,03 1537,03 1537,03 1537,03 1537,03 

G5 2893,39 5394,28 3464,15 5394,28 4095,37 5394,28 

G6 5339,69 5339,69 5339,69 5339,69 3214,59 4983,14 

G7 5183,71 5183,71 5183,71 5183,71 3440,45 5183,71 

G8 900,22 0,00 900,22 0,00 3617,42 0,00 

G9 453,50 0,00 453,50 0,00 2008,58 0,00 

G10 443,25 883,07 443,25 880,31 1917,80 1917,80 

G11 969,59 0,00 644,91 0,00 1024,95 0,00 

G12 1057,28 0,00 801,95 0,00 1057,28 0,00 

G13 552,73 0,00 552,73 0,00 1341,18 0,00 

G14 490,93 0,00 490,93 0,00 980,34 0,00 

G15 510,00 0,00 510,00 0,00 1018,45 0,00 

Σ 32449,65 30456,10 32440,39 30453,33 33318,42 30560,57 

Fonte: Autores, (2017). 

Na tabela 3, pode-se observar que com o desligamento dos 

geradores menos eficientes, a uma redução média de 6,84% do 

custo total de combustível, uma redução significativa, se 

considerado o custo por hora de geração. 

Na figura 6, é visualizado o gráfico comparativo de custo de 

combustível total da planta. 

 
Figura 6: Custo total da planta. 

Fonte: Autores, (2017). 

 

V. CONCLUSÃO 

Neste artigo foi desenvolvida uma análise da resolução do 

problema de ELD em diferentes métodos matemáticos.  O método 

de iteração lambda converge rapidamente, mas a complexidade 

aumenta na medida que o tamanho do sistema também aumenta. 

Além disso, o método lambda sempre requer fornecer ou 

encontrar a saída de potência de um gerador, e depois dar um 

custo incremental para esse gerador. Nos casos em que a função 

de custo é muito mais complexa, pode ser usado o método de 

Newton, mas o mesmo tem características de convergência para 

ótimos locais. O método da programação quadrática tem 

demostrado ser uma ferramenta eficiente na resolução de 

problemas não lineares, principalmente onde existe um grau 

significativo de não linearidade. 

O método da programação quadrática foi o método no qual se 

obteve o melhor resultado para o ELD, com uma redução média 

de 6,84% do custo total de combustível. Daí métodos diferentes 

têm diferentes aplicações.  

A nova metodologia de desligamento dos geradores menos 

eficientes demonstrou ser uma eficiente técnica para redução de 

custos e desperdícios, permitindo ainda ao especialista da planta 

uma melhor manutenção preditiva nos geradores. 

Para que a nova metodologia possa ser aplicável deve-se 

considerar que a capacidade total da planta geradora seja maior 

que a demanda de potência, permitindo o desligamento de alguns 

geradores.  

O problema do despacho económico de carga foi resolvido 

usando a solução proposta. Foi analisado em um sistema de teste 

de uma usina geradora com 15 geradores ou motores.  Os 

resultados obtidos concordam com o despacho de carga real.  
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